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Tato práce popisuje vlastnosti hyperbolické geometrie. Je zde odvozena parametrizace
křivky traktrix a plochy pseudosféry. Dále jsou ukázány dva modely hyperbolické geome-
trie odvozené z parametrizace pseudosféry.
Abstract
The present thesis deals with hyperbolic geometry. We derive parametric equations of the
curve tractrix and the surface pseudosphere. Then we discuss two models of hyperbolic
geometry, which are derived from the parametrization of pseudosphere.
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V našem reálném světě jsme zvykĺı vńımat okolńı svět očima eukleidovské geometrie.
To se projevuje zejména v tom, jak vyhodnocujeme vzdálenosti, plošné obsahy, popř.
jak si hledáme nejkratš́ı cestu.
Po formálńı stránce je eukleidovská geometrie postavena na pěti postulátech.
Pátý z nich ř́ıká, že bodem, který nelež́ı na dané př́ımce, lze vést právě jednu rov-
noběžku. Pokud tento postulát pozměńıme, dostaneme jiný typ geometrie, což se projev́ı
v hodnoceńı vzdálenost́ı, velikost́ı úhl̊u a podobně.
Prvńı kapitola předložené práce uvád́ı historii objevováńı hyperbolické geometrie,
která úzce souviśı s pátým postulátem. Význam tohoto postulátu spoč́ıvá v řadě tvr-
zeńı, která jsou s ńım ekvivalentńı.
Pokud tento postulát odmı́tneme, muśıme se zř́ıct i těchto často přesvědčivých tvr-
zeńı. Tak vznikne neeukleidovská geometrie. Pokud pátý postulát nahrad́ıme tvrzeńım,
že bodem P , který nelež́ı na př́ımce, lze vést v́ıce rovnoběžek s touto př́ımkou, dostáváme
hyperbolickou geometrii. V závěru kapitoly je provedeno srovnáńı hyperbolické, eliptické
a eukleidovské geometrie.
Druhá kapitola zavád́ı základńı pojmy klasické diferenciálńı geometrie křivek a ploch,
které jsou potřebné k hlubš́ımu zkoumáńı vlastnost́ı hyperbolické geometrie. Jsou to
zejména Gaussova křivost, prvńı základńı forma plochy, geodetiky.
V následuj́ıćıch kapitolách se zabýváme hledáńım vhodné plochy, na ńıž je možné
hyperbolickou geometrii sestrojit. Takovou plochou je např́ıklad pseudosféra. Namı́sto
př́ımek zde figuruj́ı geodetiky. Pseudosféra je rotačńı plocha, jej́ıž profil tvoř́ı křivka
traktrix. Odvozeńı této křivky se věnuje třet́ı kapitola. Ve čtvrté kapitole jsou odvo-
zeny základńı charakteristiky pro obecnou rotačńı plochu. Tyto jsou pak využity v páté
kapitole, která se podrobněji zabývá geometríı pseudosféry. V posledńıch dvou podka-
pitolách je uveden popis některých model̊u hyperbolické geometrie odvozených z pseu-
dosféry. Jedná se o podmnožinu R2 nebo komplexńı roviny s přidruženou prvńı základńı
formou. V těchto modelech vzdálenosti definujeme pomoćı metriky, která vycháźı z prvńı
základńı formy a tvaru geodetik. Takto můžeme zkoumat vlastnosti hyperbolické geome-
trie v rovině a nejsme vázáni na prostorový model.
Poznamenejme ještě, že v́ıce než dva tiśıce let trvaj́ıćı historie pátého postulátu a
následný vznik neeukleidovských geometríı v devatenáctém stolet́ı patř́ı k nejúžasněǰśım
př́ıběh̊um matematiky v̊ubec. Je rovněž třeba uvést, že neeukleidovské geometrie našly
své uplatněńı a maj́ı celou řadu aplikaćı, např́ıklad v teorii relativity. Toto je však již
mimo rozsah této práce.
Vlastńı obrázky jsou tvořeny v programech GeoGebra a Matlab.
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1 Motivace
V této kapitole čerpáme zejména z knihy [4]. Eukleidovská geometrie, se kterou jsme se
setkali na základńı nebo středńı škole, je vystavena na následuj́ıćıch pěti postulátech, které
napsal Eukleides kolem roku 300 před Kristem ve svém nejznáměǰśım d́ıle Základy:
1. Lze vytvořit úsečku, která spojuje dva dané body.
2. Danou úsečku lze na jedné i druhé straně prodloužit tak daleko, jak potřebujeme.
3. Lze vytvořit kruh o daném středu, na jehož obvodě lež́ı daný bod.
4. Všechny pravé úhly sobě rovny jsou.
5. Necht’ dvě úsečky prot́ınaj́ı třet́ı úsečku tak, že součet vnitřńıch úhl̊u na jedné straně
je menš́ı než dva pravé úhly. Potom lze na této straně prodloužit prvńı dvě úsečky
tak, aby se jejich prodloužeńı protnula.
Zhruba řečeno, postuláty jsou výroky, jejichž pravivost přij́ımáme bez d̊ukazu a které
představuj́ı naprosto zřejmé a intuitivńı pravdy. Na základě axiomů a postulát̊u se pak
pomoćı logických dedukćı dokazuj́ı daľśı tvrzeńı. V této souvislosti uvád́ıme odkaz na
posledńı český překlad Eukleidových Základ̊u s komentáři Petra Vopěnky, viz [3].
Prvńı čtyři postuláty zńı jednoduše a asi bychom je nezpochybňovali. Na druhou
stranu pátý postulát se od prvńıch čtyř odlǐsuje. Je totiž složitěǰśı, neńı tak intuitivně
zřejmý jako prvńı čtyři postuláty a má dokonce téměř charakter tvrzeńı (tj. matematické
věty). Nemůžeme se tedy divit tomu, že tento postulát matematiky v pr̊uběhu historie
provokoval. Někteř́ı pochybovali o tom, zda se skutečně jedná o postulát a snažili se
ho dokázat pomoćı předešlých čtyř. To se ovšem nikomu nepodařilo, podařilo se tak
jen naj́ıt tvrzeńı, která jsou s ńım ekvivalentńı. I tato dále uvedená tvrzeńı zńı logicky
a většinou je bereme jako fakt. Nyńı uvedeme některá tvrzeńı, která jsou ekvivalentńı
s pátým Eukleidovým postulátem:
• Pythagorova věta: V pravoúhlém trojúhelńıku se čtverec nad přeponou rovná součtu
čtverc̊u nad oběma odvěsnami.
• Gauss̊uv postulát o obsahu trojúhelńıka: Obsah trojúhelńıka m̊uže být libovolně velký.
• Postulát o třech bodech, jehož autorem je Mad’ar János Bolyai: Tři body, které nelež́ı
na jedné př́ımce, vždy jednoznačně určuj́ı kružnici.
• Postulát ekvidistance, který formuloval řecký filozof Proklos: Rovnoběžka k dané
př́ımce k ńı má v každém bodě stejnou vzdálenost.
• Součet vnitřńıch úhl̊u trojúhelńıka se rovná dvěma pravým úhl̊um.
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• Existuj́ı podobné troujúhelńıky, které nejsou shodné.
• Postulát rovnoběžek (který formuloval John Playfar): Bodem, který nelež́ı na dané
př́ımce, procháźı právě jedna rovnoběžka. Toto tvrzeńı se nejčastěji použ́ıvá mı́sto
p̊uvodńıho Eukleidova pátého postulátu.
Výše uvedený výčet neńı úplný, ale poslouž́ı k představě o d̊uležitosti pátého po-
stulátu.
Jak jsme již uvedli výše, v́ıce než 2000 let trvaj́ıćı nespokojenost s pátým Eukleidovým
postulátem v pr̊uběhu historie podńıtila řadu matematik̊u, aby se jej snažili dokázat
z předchoźıch čtyř. Tyto (marné) snahy byly ukončeny v pr̊uběhu devatenáctého stolet́ı,
kdy si někteř́ı matematici položili ”revolučńı”otázku: a co když pátý Eukleid̊uv postulát
neplat́ı? To nakonec vedlo ke vzniku tzv. neeukleidovských geometríı (tj. geometríı, ve
kterých neplat́ı pátý Eukleid̊uv postulát). Ke vzniku neeukleidovských geometríı nejv́ıce
přispěli Nikolaj Ivanovič Lobačevskij, János Boylai, Karl Fridrich Gauss a Bernhard Rie-
mann. V daľśım se budeme neeukleidovským geometríım věnovat podrobněji.
Ruský matematik Nikolaj Lobačevskij (1792-1856) a mad’arský matematik a kava-
lerista János Bolyai (1802-1860) jsou považováni za zakladatele hyperbolické geometrie.
Žili ve stejné době, ale jejich práce byla nezávislá. Bolyai byl p̊uvodně d̊ustojńık kavale-
rie, vynikal však v mnoha směrech. Kv̊uli špatnému zdravotńımu stavu odešel roku 1833
do penze a nechal se pohltit světem neeukleidovské geometrie. Jeho otec Farkas Bolyai,
také matematik, se ho pokoušel od
”
marněńı času“ polemikami s postulátem rovnoběžek
odradit. Dokonce si na Jánose stěžoval svému př́ıteli Carlu Friedrichu Gaussovi. Gauss se
ale Jánose zastal a řekl, že došel ke stejným výsledk̊um.
Lobačevského práce prob́ıhala nezávisle, došel svou vlastńı cestou k podobným vý-
sledk̊um. Neúspěch při hledáńı d̊ukazu pátého postulátu ho vedl k myšlence, co by se
stalo, kdyby tento postulát odmı́tl. Je zřejmé, že t́ımto odmı́tá i ostatńı ekvivalentńı
tvrzeńı. Potřeboval tedy nějakou náhradu. Proto změnil postulát rovnoběžek na tento:
Bodem P, který nelež́ı na př́ımce, procházej́ı dvě r̊uzné rovnoběžky k této př́ımce. Zde
pojem rovnoběžka nabývá jiného významu, než na který jsme zvykĺı. Výše uvedenou
formulaćı vznikl základ hyperbolické (Lobačevského) geometrie.
Bernhard Riemann se zabýval jinou alternativou pátého postulátu: Bodem P, který
nelež́ı na př́ımce, neprocháźı žádná rovnoběžka k této př́ımce. T́ım Riemann položil základ
pro geometrii eliptickou.
Pro počet r̊uzných rovnoběžek procházej́ıćıch bodem nelež́ıćım na dané př́ımce máme
tedy následuj́ıćı tři možnosti:
• Bodem P, který nelež́ı na dané př́ımce, procháźı právě jedna rovnoběžka. (Euklei-
dovská geometrie).
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• Bodem P, který nelež́ı na př́ımce, procháźı v́ıce r̊uzných rovnoběžek k této př́ımce.
(Hyperbolická geometrie).
• Bodem P, který nelež́ı na př́ımce, neprocháźı žádná rovnoběžka k této př́ımce. (Elip-
tická geometrie).
Geometrii eukleidovskou nalezneme např́ıklad v rovině. Jej́ı vlastnosti dobře známe
a nebudeme se j́ı v této práci dále zabývat. Ve zbytku této kapitoly poṕı̌seme některé
vlastnosti hyperbolické a eliptické geometrie. Poznamenejme, že v neeukleidovských geo-
metríıch může být pozměněn význam některých základńıch geometrických pojmů. Např.
př́ımka je jakákoli čára, která nejkratš́ım zp̊usobem spojuje dva body. Tedy ”př́ımky”na
sféře (která je modelem neeukleidovské geometrie) jsou zakřivené - jedná se o hlavńı
kružnice sféry. Rovnoběžky jsou př́ımky, které se neprot́ınaj́ı.
V tabulce 1 jsou přehledně uvedeny hlavńı rozd́ıly mezi eukleidovskou, hyperbolickou
a eliptickou geometríı.
Typ geometrie Eukleidovská Hyperbolická Eliptická
Autor Eukleides Bolyai a Lobačevskij Riemann
Typická plocha rovina pseudosféra sféra
Počet r̊uzných rovnoběžek 1 v́ıce než 1 0




Obsah trojúhelńıka neomezený omezený omezený




k − e− rk
)
v́ıce než 2πr
(Kružnićı rozumı́me množinu bod̊u, které maj́ı od středu stejnou vzdálenost.)
Tabulka 1: Srovnáńı geometríı
Ve srovnáńı typ̊u geometríı a jejich typických ploch uvid́ıme souvislost s Gaussovou
křivost́ı. Rovina má v každém bodě nulovou křivost, sféra kladnou a pseudosféra zápornou.
1.1 Eliptická geometrie
Př́ıkladem plochy, na ńıž je možné sestrojit eliptickou geometrii, je elipsoid. Nejjed-
nodušš́ım elipsoidem je sféra. Za sféru bychom mohli považovat např́ıklad povrch Země,




Vid́ıme, že se jakékoli dvě hlavńı kružnice na sféře prot́ınaj́ı ve dvou protilehlých bo-
dech, tedy požadavek postulátu o rovnoběžkách pro eliptickou geometrii je jistě splněn.
K
”
př́ımce”l nenajdeme žádnou jinou rovnoběžku, natož dvě r̊uzné, procházej́ıćı týmž
bodem. Jedná se tedy o vhodný model eliptické geometrie.
Křivost
S typem geometrie úzce souviśı Gaussova křivost plochy, na niž ji lze sestrojit. Pojem
bude definován později, zat́ım nám postač́ı intuitivńı představa a vzorec pro Gaussovu
křivost sféry: K = 1
R2
. Sféra se s rostoućım poloměrem R v́ıce a v́ıce podobá rovině. Např.
poloměr Země většinou natolik převyšuje vzdálenosti, které denně uraźıme, že můžeme
o svém pohybu uvažovat, jako by se odehrával v rovině. Podobně malé plochy (např.
pozemky) bereme jako rovinné.
Neplatnost ekvivalentńıch tvrzeńı
Když jsme se rozhodli odmı́tnout p̊uvodńı pátý postulát a zvolili jsme si jiný, odmı́tli
jsme spolu s ńım i ostatńı ekvivalentńı tvrzeńı. Pod́ıváme se, jaký dopad má tato změna.
Vezměme trojúhelńık na Zemi (na obrázku 1), jehož vrcholy tvoř́ı severńı pól C a dva
body A, B na rovńıku. Obsah trojúhelńıka CAB se zvětšuje, když se A, B vzdaluj́ı a
zároveň se zvětšuje i úhel u pólu C. Vid́ıme tedy, že oproti rovině neńı součet vnitřńıch
úhl̊u roven π.
Obrázek 1: Sférické trojúhelńıky (převzato z [1])
Dá se ukázat, že na sféře o poloměru R je plocha trojúhelńıka ABC závislá na součtu
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vnitřńıch úhl̊u α, β, γ takto
S(ABC) = (α + β + γ − π)R2.
Toto plat́ı i naopak. Kdybychom chtěli trojúhelńık ABC zvětšit nebo zmenšit, změnil by se
součet vnitřńıch úhl̊u a vzniklý trojúhelńık nebude podobný. Všechy podobné trojúhelńıky
jsou shodné. Přesuňme se nyńı k hyperbolické geometrii.
1.2 Hyperbolická geometrie
Můžeme k ńı přistupovat př́ımo ze strany axiomů nebo naj́ıt konkrétńı plochu, na ńıž lze
sestrojit geometrii, která splňuje požadované axiomy. Protože zde představa plochy trochu
”pokulhává”, budeme se hyperbolické geometrii v́ıce věnovat v kapitole o modelech.
Rovnoběžnost
Na obrázku 2 vid́ıme př́ımku l a bod P , který na ńı nelež́ı. Pátý postulát pro hyperbo-
lickou geometrii žádá, aby bodem P procházelo v́ıce rovnoběžek s l. Př́ımky procházej́ıćı
bodem P se děĺı na rovnoběžky (neprot́ınaj́ı l) a r̊uznoběžky (prot́ınaj́ı l). Př́ımky m a n
se nazývaj́ı hraničńı a odděluj́ı rovnoběžky od r̊uznoběžek. Př́ımky m a n sv́ıraj́ı úhel 2α,
v jehož rozmeźı se pohybuj́ı r̊uznoběžky. Úhel α se nazývá úhel rovnoběžnosti. Existuje





Obrázek 2: Axiom rovnoběžek v hyperbolické geometrii
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Plocha trojúhelńıka
Hyperbolická geometrie je v některých aspektech protěǰskem eliptické geometrie, v jiných
se j́ı podobá. Např. pro trojúhelńık v hyperbolické geometrii plat́ı, že, č́ım je větš́ı, t́ım
menš́ı je součet jeho vnitřńıch úhl̊u. A opět č́ım je menš́ı, t́ım v́ıce se podobá rovinnému.
V obou geometríıch je plocha trojúhelńıka omezená.
Plochy
Hyperbolickou plochou je např́ıklad sedlo nebo rozšǐruj́ıćı se konec trubky. Vhodnou plo-
chou pro studium hyperbolické geometrie je pseudosféra. Jedná se o plochu s konstantńı
zápornou Gaussovou křivost́ı a konci trubky se trochu podobá. Pseudosféře se věnujeme
podrobně v páté kapitole. Budeme se v ńı věnovat model̊um hyperbolické geometrie, které
maj́ı pro pseudosféru podobný význam jako mapy pro Zemi.
1.3 Trigonometrie
Pod́ıváme se, jak podobné jsou kosinová a sinová věta pro trojúhelńık ABC se stranami
a, b, c, v r̊uzných geometríıch (viz obrázek 3). Sféra je jednotková, Gaussova křivost
hyperbolické plochy je −1. (Argumentem hyperbolických a goniometrických funkćı jsou
úhly nebo délky stran.)


























a2 = b2 + c2 − 2bc cosα,
• na sféře:
cos a = cos b cos c+ sin b sin c cosα,
• v hyperbolické geometrii:
– věta o úhlech:
cosα = − cos β cos γ + sin β sin γ cosh a,
– věta o stranách:
cosh a = cosh b cosh c− sinh b sinh c cosα.




a2 + b2 = c2,
• na sféře:
cos a = cos b cos c,
• v hyperbolické geometrii:
cosh a = cosh b cosh c.










V této kapitole uvedeme některé základńı pojmy a výsledky z klasické diferenciálńı geome-
trie křivek a ploch, které budeme potřebovat v daľśı části práce. Budeme čerpat zejména
ze skript [2]. Uvažujme vektorový prostor Rn. Zobrazeńı v : I 7→ Rn se nazývá vekto-
rová funkce na intervalu I ⊂ R. Ve standardńı bázi vektorového prostoru Rn má pak
v souřadnicové vyjádřeńı v = (v1, . . . , vn), kde vi : I → R jsou reálné funkce, které se
nazývaj́ı složky vektorové funkce v.
Definice 2.1 Vektorová funkce v má v bodě t0 ∈ I limitu v0 ∈ Rn, jestlǐze ke každému
ε > 0 existuje δ > 0 tak, že∣∣t− t0∣∣ < δ, t 6= t0 =⇒ ∥∥v(t)− v0∥∥ < ε.
Vektorová funkce v se nazývá spojitá v bodě t0, jestlǐze limt→t0 v(t) = v(t0).
Definice 2.2 Jestlǐze existuje limita limt→t0
v(t)−v(t0)
t−t0 , pak tuto limitu nazýváme derivaćı
vektorové funkce v(t) v bodě t0 a znač́ıme
dv(t0)
dt
nebo též v′(t0). Iteraćı pak definujeme
derivace vyšš́ıho řádu.
Plat́ı
Věta 2.1 Vektorová funkce je spojitá v bodě t0 ∈ I, právě když jsou v tomto bodě spojité
všechny jej́ı složky. Vektorová funkce v(t) má derivaci v bodě t0 ∈ I, právě když všechny













Definice 2.3 Spojité zobrazeńı: f : I 7→ Rn se nazývá pohyb v prostoru Rn.
Řekneme, že pohyb f je tř́ıdy Cr, jestliže všechny jeho složky f i(t) maj́ı spojité derivace
až do řádu r. Vektor f ′ = df
dt
: I → Rn se pak nazývá vektor rychlosti pohybu f . Řekneme
dále, že pohyb f je regulárńı, jestliže df
dt
6= −→0 . Bod f(t0) ∈ Rn splňuj́ıćı df(t0)dt =
−→
0 se
nazývá singulárńı bod pohybu f .
Je-li zobrazeńı f injektivńı, pohyb se označuje jako jednoduchý. U tohoto pohybu
tedy nedocháźı k samoprotnut́ı.
Definice 2.4 Jednoduchá křivka tř́ıdy Cr je podmnožina C ⊂ Rn, pro kterou existuje
jednoduchý regulárńı pohyb f : I → Rn tř́ıdy Cr tak, že C = f(I).
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Zobrazeńı f se pak označuje jako parametrizace jednoduché křivky C a vektor f ′(t) se
nazývá tečný vektor křivky C. Př́ımka určená bodem f(t0) ∈ C a tečným vektorem f ′(t0) je
tečna křivky C v jej́ım bodě f(t0). Je zřejmé, že podmı́nka regularity nám zajist́ı existenci
tečny v libovolném bodě křivky C.
Jedna a tatáž křivka může mı́t nekonečně mnoho parametrických vyjádřeńı. Podle
následuj́ıćı věty se každé dvě parametrizace téže jednoduché křivky lǐśı o reparametrizaci.
Věta 2.2 Zobrazeńı f(t) : I → Rn a g(τ) : J → Rn jsou dvě parametrizace téže jed-
noduché křivky C tř́ıdy Cr, právě když existuje bijekce ϕ : J → I, t = ϕ(τ) tř́ıdy Cr
taková, že pro všechny τ ∈ J plat́ı dϕ
dτ
6= 0 a g(τ) = f (ϕ(τ)). Funkce ϕ se pak nazývá
reparametrizace nebo též transformace parametru křivky C.
Definice 2.5 Podmnožina C ⊂ Rn se nazývá křivka tř́ıdy Cr, jestlǐze pro každý bod X ∈ C
existuje takové jeho okoĺı U v Rn, že C ∩ U je jednoduchá křivka tř́ıdy Cr. Parametrizace
pr̊unik̊u C ∩ U se pak nazývaj́ı lokálńı parametrizace křivky C.
Připomeňme dále, že podle známého vzorečku z matematické analýzy je délka oblouku
jednoduché křivky C = f(I) mezi body f(t1) a f(t2) rovna∫ t2
t1
∥∥f ′(u)∥∥ du.
Necht’ nyńı f : I → Rn je parametrizace jednoduché křivky C = f(I). Tato parame-
trizace se nazývá přirozená, jestliže
∥∥f ′(s)∥∥ = 1. Parametr s se pak nazývá oblouk nebo
též přirozený parametr. Při parametrizaci obloukem má tedy pohyb po křivce v každém
bodě jednotkovou rychlost a rozd́ıl parametr̊u (s2 − s1) vyjadřuje délku oblouku křivky
mezi body f(s1) a f(s2).
Definice 2.6 Řekneme, že dvě křivky C, C ⊂ Rn maj́ı ve společném bodě X ∈ C ∩ C
styk k-tého řádu, jestlǐze existuj́ı takové jejich lokálńı parametrizace f(t) a f(t), f(t0) =






pro všechna i = 1, . . . , k.
Pak tečna křivky C je jediná př́ımka, která má s touto křivkou styk prvńıho řádu. Pokud
má C v nějakém bodě styk druhého řádu se svoj́ı tečnou, bod se označuje jako inflexńı
bod křivky C.
Dá se rovněž ukázat, že v neinflexńım bodě rovinné křivky C ⊂ R2 existuje k této
křivce jediná kružnice, která má s C styk druhého řádu. Tato kružnice se označuje jako
oskulačńı kružnice křivky C. Převrácená hodnota poloměru oskulačńı kružnice rovinné
křivky C v jej́ım neinflexńım bodě X ∈ C se pak nazývá křivost́ı křivky C v bodě X a
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znač́ı se symbolem κ. Je-li f přirozená parametrizace křivky C, vektor f ′′ se nazývá vektor




Definice 2.7 Množina S ⊂ R3 se nazývá jednoduchá plocha tř́ıdy Cr, jestlǐze existuje
otevřená množina D ⊂ R2 a injektivńı zobrazeńı f : D → R3 tř́ıdy Cr takové, že S = f(D)
a vektory f ′u a f
′
v jsou lineárně nezávislé v každém bodě z D. Množina D se nazývá oblast
parametr̊u a zobrazeńı f parametrizace jednoduché plochy S.
Podmı́nka lineárńı nezávislosti vektor̊u f ′u a f
′
v zajist́ı existenci tečné roviny τXS v libo-
volném bodě X ∈ S. Tečná rovina τXS je pak určena bodem X ∈ S a lineárně nezávislými
tečnými vektory f ′u a f
′
v. Tečným prostorem plochy S nazýváme dvourozměrný vektorový
prostor TXS, jehož bázi tvoř́ı tečné vektory f ′u, f ′v.
Analogicky jako u křivek definujeme plochu jako podmnožinu R3, kterou lze v okoĺı
jej́ıho libovolného bodu lokálně parametrizovat.
Definice 2.8 Podmnožina S ⊂ R3 se nazývá plocha tř́ıdy Cr, jestlǐze pro každý bod X ∈ S
existuje takové jeho okoĺı U v R3, že S ∩U je jednoduchá plocha tř́ıdy Cr. Parametrizace
pr̊unik̊u S ∩ U se pak nazývaj́ı lokálńı parametrizace plochy S.
Podle následuj́ıćı věty je prostorová křivka C lež́ıćı na ploše S určena zadáńım rovinné
křivky c v oblasti parametr̊u D plochy S.
Věta 2.3 Necht’ c je jednoduchá křivka v oblasti parametr̊u D jednoduché plochy S =
f(D). Necht’ γ : I → D, γ(t) = (u(t), v(t)) je parametrizace křivky c a f : D → R3 je
parametrizace plochy S. Pak f ◦ γ : I → R3, (f ◦ γ)(t) = f (u(t), v(t)) je parametrizace
křivky C lež́ıćı na ploše S.
K orientaci na ploše slouž́ı souřadnicová śıt’. Je to obraz rovinné śıtě v oblasti parametr̊u
D, která je tvořena př́ımkami u = const a v = const. Př́ıslušné křivky na ploše S se pak
nazývaj́ı souřadnicové křivky plochy S.




u · f ′u, g12 = g21 = f ′u · f ′v, g22 = f ′v · f ′v.
Definice 2.9 Prvńı základńı forma plochy S je kvadratická forma na vektorovém prostoru
TXS definovaná vztahem
ϕ1(a) = g11du
2 + 2g12dudv + g22dv
2
pro a = (du, dv) ∈ TXS.
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Pomoćı prvńı základńı formy umı́me vypoč́ıtat délky oblouk̊u křivek, plošné obsahy a úhly
křivek na ploše.
Věta 2.4 Délka oblouku křivky (u(t), v(t)) na ploše f(u, v) mezi body o parametrech t1, t2



















Věta 2.5 Plošný obsah ohraničené plochy f(u, v) na ohraničené oblasti parametr̊u D ⊂
R2 je roven ∫∫
D
√
g11g22 − (g12)2 dudv.
Věta 2.6 Jsou-li a = a1f ′u+a
2f ′v a b = b
1f ′u+b
2f ′v tečné vektory křivek C, C ve společném







V předchoźı větě se použ́ıvá Einsteinova sumačńı konvence, tj. i, j jsou sč́ıtaćı indexy.
Normála plochy S v bodě X ∈ S je př́ımka kolmá k tečné rovině τXS. Pak jednotkový
vektor normály je tvaru
n =
f ′u × f ′v∥∥f ′u × f ′v∥∥ .
Necht’ nyńı C je křivka na ploše S procházej́ıćı bodem X ∈ S. Je-li γ(s) přirozená
parametrizace křivky C, tak d2γ
ds2
je vektor křivosti.




Jedná se o skalárńı součin vektoru křivosti d
2γ
ds2
křivky a jednotkového vektoru normály




normály. V klasické diferenciálńı geometrii se dá ukázat, že normálová křivost κn je pro
všechny křivky na ploše S, maj́ıćı v bodě X ∈ S společnou tečnu, v tomto bodě stejná. Má
tedy smysl definovat normálovou křivost κan plochy v daném bodě X ∈ S a daném tečném
směru a ∈ TXS. Konkrétně, pro jednotkový tečný vektor a = dγds ∈ TXS definujeme




a ∈ TXS libovolný (ne nutně jednotkový) tečný vektor, definujeme κan jako normálovou
křivost ve směru jednotkového vektoru a‖a‖ . Takto definovaná normálová křivost plochy
pak vyjadřuje zakřiveńı (ohýbáńı) plochy ve směru vektoru a ∈ TXS.
Směry, ve kterých normálová křivost nabývá v daném bodě extrémů, nazýváme hlavńı
směry. K jejich určeńı poslouž́ı druhá základńı forma:
ϕ2(a) = h11du
2 + 2h12dudv + h22dv
2, a = (du, dv) ∈ TXS,
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jej́ıž koeficienty jsou definovány jako následuj́ıćı skalárńı součiny
h11 = f
′′
uu · n, h12 = h21 = f ′′uv · n, h22 = f ′′vv · n.
Věta 2.7 Necht’ a = (du, dv) ∈ TXS je tečný vektor. Pak pro normálovou křivost ve








∣∣∣∣∣∣∣ = 0. (1)
Extrémńı hodnoty normálové křivosti se nazývaj́ı hlavńı křivosti κ1, κ2. Jedná se o normálové
křivosti v hlavńıch směrech. Hlavńı křivosti splňuj́ı kvadratickou rovnici∣∣∣∣∣κg11 − h11 κg12 − h12κg12 − h12 κg22 − h22
∣∣∣∣∣ = 0. (2)
Bod se nazývá sférický, jestliže ϕ2(u0, v0) je konstantńım násobkem ϕ1(u0, v0). V ta-
kovém bodě je normálová křivost ve všech směrech stejná a hlavńı směry nejsou defi-
novány.
Definice 2.11 Necht’ κ1, κ2 jsou hlavńı křivosti v nesférickém bodě X ∈ S. Jejich součin
K = κ1 · κ2 nazýváme Gaussovou (úplnou) křivost́ı.
Ve sférickém bodě je Gaussova křivost definována jako součin normálových křivost́ı v li-





Body na ploše jsou eliptické pro K > 0, hyperbolické pro K < 0, parabolické pro K = 0.










τXS. Z Pythagorovy věty pak plyne následuj́ıćı vztah mezi křivost́ı κ, normálovou křivost́ı
κn a geodetickou křivost́ı κg křivky C na ploše S
κ2 = κ2g + κ
2
n.
Definice 2.13 Křivka na ploše se nazývá geodetikou, jestlǐze v každém bodě této křivky
je geodetická křivost κg nulová.
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Geodetiky maj́ı na křivé ploše podobnou roli jako př́ımky v rovině - jsou to nejkratš́ı
spojnice bod̊u.
V posledńı části této kapitoly se budeme věnovat zobrazeńım mezi plochami. Bijek-
tivńı zobrazeńı g : S 7→ S se nazývá izometrie, jestliže g zachovává délky odpov́ıdaj́ıćıch
si křivek na S a S. Pokud g zachová úhly, označuje se jako konformńı zobrazeńı. Pokud
g zachovává obsahy odpov́ıdaj́ıćıch si část́ı ploch na S a S, nazývá se rovnoploché zobra-
zeńı. Necht’ ϕ1 a ϕ1 jsou prvńı základńı formy ploch S a S a necht’ gij a gij jsou př́ıslušné
koeficienty.
Věta 2.8 Necht’ g : S 7→ S je bijektivńı zobrazeńı. Pak plat́ı:
(1) g je izometrie právě tehdy, když v odpov́ıdaj́ıćıch si bodech plat́ı ϕ1 = ϕ1,
(2) g je konformńı zobrazeńı, právě když v odpov́ıdaj́ıćıch si bodech jsou úměrné prvńı
základńı formy obou ploch,




V této kapitole čerpáme z knih [4] a [5] . Pseudosféra je rotačńı plocha, jej́ıž profil tvoř́ı
křivka zvaná traktrix. V následuj́ıćım textu poṕı̌seme základńı vlastnosti traktrix.
Název traktrix vycháźı z latinského trahere (táhnout) [6]. Nejdř́ıve odvod́ıme dife-
renciálńı rovnici traktrix. Přesuňme se do roviny xz a uvažujme objekt umı́stěný do bodu
[1, 0] a provázek délky 1 natažený k počátku. Za provázek táhněme v kladném směru osy z
tak, aby byl po celou dobu napnutý. Posun prob́ıhá ve směru tečny k provázku. Trajekto-
rie objektu pak opisuje část křivky traktrix. Nyńı tuto situaci poṕı̌seme rovnićı. Označ́ıme
A = [x, z] polohu objektu, B = [0, zb] bod, ve kterém konec provázku drž́ıme, a dále bod
C = [0, z]. Takto dostaneme pravoúhlý trojúhelńık ABC. Délka přepony AB, která od-
pov́ıdá délce provázku, je po celou dobu tažeńı rovna jedné. Plat́ı, že zb − z =
√
1− x2.
Posun objektu proběhne o (dx, dz). Poměr dz
dx
odpov́ıdá poměru stran BC a CA. Dife-








Obrázek 4: Vznik traktrix tažeńım provázku
V literatuře se však použ́ıvá obecněǰśı diferenciálńı rovnice (která odpov́ıdá provázku













































a sin v dv = I + a cos v
Nyńı se budeme zabývat prvńım integrálem označeným I. Použijeme substituci cos v = t,


































































































































, z(a) = 0 je funkce









a2 − x2, (4)
která má asymptotu bez směrnice x = 0. Grafem funkce (4) je křivka, která se nazývá
traktrix.








takže tato křivka má pro v0 =
π
2
singulárńı bod, čemuž odpov́ıdá bod [a, 0].
Kromě výše uvedené parametrizace (3) traktrix se ještě použ́ıvaj́ı následuj́ıćı parame-








− arg cosh(w) (5)
a
x = eu, z =
√
1− e2u − arg cosh(e−u), (6)





arg cosh(x) = ln(x+
√
x2 − 1). (7)
17
4 Obecná rotačńı plocha
Rotačńı plocha vznikne rotaćı rovinné křivky kolem osy rotace. Jako osu rotace si zvoĺıme
osu z. Pokud křivka lež́ı v rovině procházej́ıćı osou, nazývá se profil. Je-li
x = x(u), z = z(u) (8)
křivka neprot́ınaj́ıćı osu z, která rotuje kolem osy z (tj. profil), tak lokálńı parametrizace
obecné rotačńı plochy s profilem (8) je
f(u, v) = (x(u) cos(v), x(u) sin(v), z(u)). (9)
Rotaćı jednoho bodu profilu kolem osy rotace vznikne tzv. rovnoběžková kružnice, tedy
křivka s konstantńım u. Poledńık je křivka s konstantńım v. Rovnoběžkové kružnice a
poledńıky se nazývaj́ı souřadnicové křivky a tvoř́ı souřadnicovou śıt’. Souřadnicovou śıt’
obecné rotačńı plochy tedy tvoř́ı poledńıky v = const a na ně kolmé rovnoběžkové kružnice
u = const.
Pro tečné vektory plat́ı
f ′u = (x
′(u) cos(v), x′(u) sin(v), z′(u)),
f ′v = (−x(u) sin(v), x(u) cos(v), 0).
(10)
Normálu źıskáme vektorovým součinem tečných vektor̊u:
n = f ′u × f ′v = (−z′(u)x(u) cos(v),−z′(u)x(u) sin(v), x(u)x′(u)) .
Pro velikost normály plat́ı
‖n‖ =
∣∣x(u)∣∣√x′(u)2 + z′(u)2.




u · f ′u = x′ 2(u) + z′ 2(u), g12 = g21 = f ′u · f ′v = 0, g22 = f ′v · f ′v = x2(u).
Př́ımým výpočtem ihned odvod́ıme, že prvńı základńı forma obecné rotačńı plochy má
tvar
ϕ1 = (x
′ 2(u) + z′ 2(u))du2 + x2(u)dv2. (11)
Protože koeficient g12 prvńı základńı formy je roven nule, tak ze vzorce pro úhel dvou
křivek na ploše ihned plyne, že souřadnicové křivky obecné rotačńı plochy tvoř́ı ortogonálńı
souřadnicovou śıt’. Př́ımým výpočtem pak odvod́ıme vyjádřeńı pro druhou základńı formu.
Pro koeficienty druhé základńı formy plat́ı
h11 = n · f ′′uu, h12 = h21 = n · f ′′uv, h22 = n · f ′′vv,
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kde n je mı́něn jednotkový vektor normály. Druhá základńı forma má tvar
ϕ2 =
(x′(u)z′′(u)− x′′(u)z′(u)) du2 + x(u)z′(u)dv2√
x′ 2(u) + z′ 2(u)
. (12)
Hlavńı směry (dv, du) splňuj́ı rovnost (1). Koeficienty g12 i h12 jsou nulové. Při výpočtu
determinantu tedy z̊ustává pouze rovnice dudv (g11h22 − g22h11) = 0. du nebo dv muśı
být nulové, tedy u = const a v = const.
Hlavńı křivosti jsou extrémńı křivosti, kterých mohou nabývat křivky procházej́ıćı
daným bodem. Jsou řešeńım kvadratické rovnice (2). Koeficienty g12 i h12 jsou nulové.
















x′ 2(u) + z′ 2(u)
. (13)
Ve skriptech [2] je dále ukázáno, že Gaussova křivost obecné rotačńı plochy má vyjádřeńı




(x′ 2(u) + z′ 2(u))2
. (14)
V př́ıpadě obecné rotačńı plochy můžeme bez újmy na obecnosti předpokládat, že jej́ı
profil má přirozenou parametrizaci, tj.
x′ 2(u) + z′ 2(u) = 1. (15)
Pak (11) přejde na jednodušš́ı tvar
ϕ1 = du
2 + x2(u)dv2,
rovnice(12) přejde na tvar
ϕ2 = (x
′(u)z′′(u)− x′′(u)z′(u)) du2 + x(u)z′(u)dv2







Nyńı se budeme věnovat pseudosféře, což je rotačńı plocha, jej́ıž profil tvoř́ı naše křivka
traktrix. Ze vztah̊u (3), (8) a (9) ihned plyne, že parametrické rovnice pseudosféry jsou
x = a sinu cos v,










Dosazeńım do vztahu (14) pak dostaneme Gaussovu křivost pseudosféry rovnu
K = − 1
a2
.
Tedy pseudosféra má konstantńı všude zápornou Gaussovu křivost.
Obrázek 6: Pseudosféra
V daľśım ukážeme, že pseudosféra je jediná rotačńı plocha s touto vlastnost́ı. Zde
čerpáme z knihy [5]. Přesněji řečeno, urč́ıme rovnice rotačńı plochy z podmı́nky pro
předepsanou Gaussovu křivost tvaru K = −1. Je zřejmé, že stač́ı naj́ıt rovnice rotuj́ıćı
křivky (tj. profilu (8)). Ze vztahu (16) pro Gaussovu křivost dostaneme diferenciálńı rov-
nici x′′(u)− x(u) = 0, která má obecné řešeńı
x(u) = ceu + de−u, c, d ∈ R.
Druhou funkci z(u) z rovnice profilu (8) pak urč́ıme z podmı́nky pro přirozenou parame-
trizaci profilu. Funkci z(u) však lze vyjádřit z rovnice (15) pomoćı elementárńıch funkćı
pouze tehdy, když jedna z konstant c, d je rovna nule. Předpokládejme tedy d = 0. Repa-
rametrizaćı u 7→ u+ const pak dosáhneme toho, že c = 1, takže celkem pro c = 1 a d = 0







Aby byl u výše uvedeného integrálu výraz pod odmocninou kladný, muśıme předpokládat
u ≤ 0. Integrál pak vypočteme substitućı cosα = eu a nakonec vyjde∫ √
1− e2udu =
√
1− e2u − ln(e−u +
√
e−2u − 1).
S využit́ım identity (7) pak dostáváme
z(u) =
√
1− e2u − arg cosh(e−u).
Intagračńı konstantu jsme mohli položit rovnu nule vzhledem k možným translaćım plo-
chy. Odvodili jsme tak výše uvedenou rovnici (6) traktrix. Rotaćı kolem osy z nakonec
dostaneme plochu, která má ve všech bodech konstantńı Gaussovu křivost K = −1. Po-
znamenejme, že vzhledem k výše uvedenému předpokladu u ≤ 0 plat́ı 0 < x(u) = eu ≤ 1.
Substitućı w = e−u dostáváme parametrické vyjádřeńı traktrix (9) a parametrizaci pseu-
dosféry nazývanou Upper half plane model.
5.1 Upper half plane model
Poznamenejme na začátek, že všechna tvrzeńı z této i následuj́ıćı kapitoly jsou dokázána
v knize [5]. Podle věty 5.5 uvedené ńıže, na pseudosféře neplat́ı axiom rovnoběžek. Pseu-
dosféra je tedy jedńım z model̊u neeukleidovské geometrie. Tento model dále označujeme
symbolem H.

















Plocha je korektně definovaná pro w > 1. Podle [5], geodetiky této plochy odpov́ıdaj́ı

















































Podle známé Hilbertovy věty (viz [5]) neexistuje plocha s konstantńı Gaussovou
křivost́ı, která je ”geodeticky kompletńı”, tj. plocha v ńıž lze všechny geodetiky nekonečně
prodlužovat v obou směrech. To se dá obej́ıt tak, že všechny vlastnosti plochy závisej́ıćı
na prvńı základńı formě (tj. délky, úhly, geodetiky apod.) studujeme v oblasti
H = {(v, w) ∈ R2|w > 0} (20)
se zadanou prvńı základńı formou (19). V H totiž umı́me sestrojit geodetiky, jak uvid́ıme
dále. Výše uvedené vlastnosti se pak nazývaj́ı hyperbolické délky, hyperbolické úhly apod.
Označeńı (20) pak ospravedlňuje název této kapitoly ”Upper half plane model”. Využ́ıvá
se také identifikace R2 s množinou komplexńıch č́ısel C pomoćı zobrazeńı (v, w) 7→ v+ iw,
takže
H = {z ∈ C|Im(z) > 0}.
Protože prvńı základńı forma (19) je 1
w2
násobkem prvńı základńı formy dw2 + dv2
roviny (v, w, 0), tak existuje konformńı zobrazeńı z H do roviny. Plat́ı tedy
Věta 5.1 Hyperbolické úhly v H jsou stejné jako eukleidovské úhly.
Vid́ıme, že se jedná o konformńı model. Následuj́ıćı věta popisuje geodetiky v H.
Věta 5.2 Geodetiky vH jsou polopř́ımky rovnoběžné s imaginárńı osou a segmenty kružnic
se středy na reálné ose.
Jak již bylo řečeno, roli př́ımek v hyperbolické geometrii zastupuj́ı geodetiky, přičemž
na H je nazýváme hyperbolickými př́ımkami. Tedy uvedené křivky v oblasti parametr̊u
se zobrazuj́ı na geodetiky na pseudosféře. Na plochu pseudosféry se zobraźı pouze ta
část p̊ulkružnice nebo polopř́ımky, která lež́ı nad př́ımkou w = 1 neboli Im(z) = i. Na
obrázćıch 7 a 8 si odpov́ıdaj́ı křivky se stejnou barvou.
Obrázek 7: Geodetiky na pseudosféře
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Obrázek 8: Geodetické př́ımky v H
Věta 5.3 Libovolnými dvěma r̊uznými body na H procháźı jediná hyperbolická př́ımka.
Za r̊uzné body přitom považujeme r̊uzné body v H, i když se zobraźı na stejný bod
pseudosféry. Geodetika je určena jednoznačně dvěma body v H, nikoli jen dvěma body
na pseudosféře, jak je vidět na obrázćıch 9 a 10.
Obrázek 9: Různé geodetiky AB: B je obrazem B1 i B2
Obrázek 10: Různé hyperbolické př́ımky: AB1 a AB2
Protože existuje jediná hyperbolická př́ımka procházej́ıćı libovolnými dvěma body
a, b ∈ H, má smysl definovat tzv. hyperbolickou vzdálenost dH(a, b) bod̊u a, b jako délku
hyperbolického př́ımého segmentu, který tyto body spojuje. Hyperbolická vzdálenost bod̊u
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je tedy určena délkou úseku geodetiky, která jimi procháźı. Body a, b jsou komplexńı č́ısla
v H. Označme a komplexně sdružené č́ıslo ke komplexńımu č́ıslu a. Pak plat́ı
Věta 5.4 Hyperbolická vzdálenost mezi dvěma body a, b ∈ H je
dH(a, b) = 2arg tanh
∣∣b− a∣∣∣∣b− a∣∣ .















Poznamenejme, že hyperbolický tangens v předchoźı větě je daľśım ospravedlněńım toho,
že geometrie v H se nazývá hyperbolickou geometríı. Na prvńı pohled by se mohlo zdát,
že hyperbolická př́ımka tvořená p̊ulkružnićı je krátká. Když však uváž́ıme metriku dH,
vid́ıme, že hyperbolické př́ımky jsou nekonečné.
Podle následuj́ıćı věty je H modelem neeukleidovské geometrie.
Věta 5.5 V H neplat́ı axiom rovnoběžek.
Na obrázku 11 vid́ıme hyperbolickou př́ımku h a bod P , kterým procháźı dvě r̊uzné
hyperbolické př́ımky c, d rovnoběžné s h.
Obrázek 11: Axiom rovnoběžek v H
Následuj́ıćı věta uvád́ı vzorec pro výpočet plošného obsahu hyperbolického polygonu,
tj. polygonu, jehož strany tvoř́ı hyperbolické př́ımky.
Věta 5.6 Necht’ P je hyperbolický n-úhelńık v H, jehož vnitřńı úhly jsou α1, α2, . . . , αn.
Pak pro hyperbolickou plochu tohoto n-úhelńıka plat́ı:
A(P ) = (n− 2)π − α1 − α2 − . . .− αn.
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5.2 Poincarého diskový model
Od Upper half plane modelu se přesuneme k Poincarého diskovému modelu pomoćı zob-
razeńı
P(z) = z − i
z + i
. (21)
Jedná se o bijekci mezi komplexńı rovinou bez −i a komplexńı rovinou bez 1. Inverzńı
zobrazeńı vypadá takto:
P−1(z) = z + 1
(z − 1)i
.
Je zřejmé, že zobrazeńı P je definováno ve všech bodech H. Urč́ıme nyńı obraz H při
zobrazeńı P . Plat́ı
P(v + iw) = v + i(w − 1)
v + i(w + 1)
,
takže ∣∣P(v + iw)∣∣ = (v2 + w2 + 1− 2w




∣∣P(v + wi)∣∣ < 1 právě když w > 0, ∣∣P(v + wi)∣∣ = 1 pro w = 0 a∣∣P(v + wi)∣∣ > 1 pro w < 0. Tedy P zobraźı H na jednotkový disk
D = {z ∈ C
∣∣ |z| < 1}
a reálnou osu na jednotkovou kružnici C danou rovnićı |z| = 1. Poincarého diskový model
DP hyperbolické geometrie je disk D s prvńı základńı formou takovou, že P : H → DP je
izometrie. Zobrazeńı P : H → DP je ilustrováno obrázky 12 a 13.
Př́ımým výpočtem odvod́ıme:
Věta 5.7 Prvńı základńı forma je tvaru
ϕ1 =
4(dw2 + dv2)
(1− v2 − w2)2
.
Obrázek 12: Geodetiky v H
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Obrázek 13: Geodetiky v DP
Podle předchoźı větyDP je opět konformńım modelem hyperbolické geometrie. Vzdálenost
dvou bod̊u v DP definujeme vztahem
dDP (a, b) = dH(P−1(a),P−1(b)).
Pak plat́ı následuj́ıćı věta:
Věta 5.8 Pro vzdálenost bod̊u a, b ∈ DP plat́ı:
dDP (a, b) = 2arg tanh
∣∣b− a∣∣∣∣1− ab∣∣ .
Pro hyperbolické př́ımky v DP plat́ı:
Věta 5.9 Hyperbolické př́ımky v DP jsou př́ımky a segmenty kružnic, které kolmo prot́ınaj́ı
hraničńı kružnici C.
Obrázek 14: Axiom rovnoběžek v D
Axiom rovnoběžek opět neplat́ı. Na obrázku 14 bodem P procházej́ı geodetiky e a f
rovnoběžné s h. Geodetiky c a d jsou hraničńı.
26
6 Závěr
V prvńı kapitole jsme uvedli tvrzeńı, na kterých je postavena hyperbolická geometrie.
Srovnali jsme geometrii eukleidovskou, eliptickou a hyperbolickou. Ukázali jsme, že vhod-
nou plochou pro studium vlastnost́ı hyperbolické geometrie je pseudosféra, na které hraj́ı
roli př́ımek geodetiky. Bohužel na pseudosféře neńı možné geodetiky libovolně prodlužovat.
Parametrizaćı pseudosféry jsme źıskali Upper half plane model, který umožňuje libovolné
prodlužováńı geodetik. Kvalitou tohoto modelu je, že je konformńı. Pomoćı vhodné trans-
formace jsme pak źıskali Poincarého diskový model, který využ́ıvá pouze jednotkový kruh
v komplexńı rovině. Jedná se také o konformńı model.
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